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摘要　本文提出一种空间波数混合域磁异常场三维数值模拟方法．该方法利用磁位三维空间域积分为卷积的特

点，沿水平方向进行二维傅里叶变换，把空间域磁位满足的三维积分问题转化为不同波数之间相互独立的垂向一

维积分问题．保留垂向为空间域，优势之一在于便于浅层单元剖分可适当加密，随着深度增加，单元剖分适当稀疏，

可以准确模拟任意复杂地形和磁性体的磁异常，兼顾了计算精度与计算效率；优势之二在于一维积分垂向可离散

为多个单元积分之和，每个单元采用二次形函数表征磁化强度，可得出单元积分的解析表达式，计算精度高、效率

高．该方法充分利用一维形函数积分的高效和高精度、快速傅里叶变换的高效性及算法高度并行性，实现了磁异常

场高效、高精度的数值模拟．设计棱柱体模型，将模型解析解与空间波数混合域法的数值解对比，结果表明该方法

计算精度高、效率高．设计了组合棱柱体复杂模型，对比分析了标准ＦＦＴ扩边法与ＧａｕｓｓＦＦＴ法的计算精度与计

算效率，总结了标准ＦＦＴ的扩边系数选取策略．针对任意复杂地形条件下的磁异常模拟问题，本文提出一种适用

于起伏地形条件下的磁异常场快速计算方法，并对其有效性进行了验证．
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０　引言

任意复杂条件（规模面积大，地形复杂，异常体

复杂）下的磁异常场高效、高精度数值模拟在磁异常

反演成像及人机交互解释中有着重要作用，目前关

于磁异常场正演的计算方法主要分为空间域法与频

率域法．

空间域方法是通过规则形体的磁场解析式直接

求得空间任意点的精确解．空间域方法的优点是计

算精确，缺点是对于复杂形体，解析式复杂或者不存

在．在空间域，磁场正演先期研究侧重于简单、规则

形状的长方体、直立棱柱体、直立圆柱体等解析表达

式的推导（Ｂｈａｔｔａｃｈａｒｙｙａ，１９６４；Ｐｌｏｕｆｆ，１９７６；Ｓｉｎｇｈ

ａｎｄＳａｂｉｎａ，１９７８），之后学者们对均匀介质的多面

体模型进行了详细研究（Ｆｕｒｎｅｓｓ，１９９４；Ｉｖａｎ，１９９６；

ＧｕｐｔａｓａｒｍａａｎｄＳｉｎｇｈ，１９９９；ＳｉｎｇｈａｎｄＧｕｐｔａｓａｒｍａ，

２００１）．同时，对于任意三度体简单物性变化模型的

重磁场解析式推导（Ｐｏｈáｎｋａ，１９９８；Ｃｈａｋｒａｖａｒｔｈｉ

ｅｔａｌ．，２００２；ＧａｒｃíａＡｂｄｅｓｌｅｍ，２００５）、解析积分奇

异点处理（Ｋｗｏｋ，１９９１；Ｎａｇｙｅｔａｌ．，２０００；郭志宏

等，２００４；骆遥和姚长利，２００７）、磁梯度张量目标定

位（Ｈｕｅｔａｌ．，２０１９）也取得了一定进展．近年来部

分学者将压缩存储技术、ＧＰＵ并行技术等应用于重

磁位场正演计算中来提高计算效率（姚长利，２００３；

陈召曦，２０１２）．

磁场正演在频率域中的计算称为谱正演法．谱

正演法的优点是频谱表达式比较简洁，有些在空间

域不能得到解析式的模型，在频率域容易得到（例如

物性参数随深度呈指数衰减模型），借助快速傅里叶

变换，频率域的计算效率较高；缺点是快速傅里叶变

换数值方法存在边界截断效应问题，限制了频率域

正演方法的推广．在频率域，Ｐｅｄｅｒｓｅｎ（１９７８）首先给

出了任意三度体（以三角形组合为其表面的多面体

模型）的重磁异常频率域表达式，为三度体重磁异常

的频率域正演提供了理论基础．之后人们陆续推导

了物性连续变化及截面为简单几何形状的频率域表

达式（吴宣志，１９８１，１９８３；Ｐｅｄｅｒｓｅｎ，１９８５）．熊光楚

（１９８４）推导了偶极子全空间磁位的三维傅里叶变

换，并在此基础上推导了长方体模型的磁位、磁场．

８３４４
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冯锐（１９８６）推导了Ｐａｒｋｅｒ公式介质物性在水平方

向任意变化与深度方向指数或线性变化的情况．柴

玉璞（１９８８，１９９６）采用偏移抽样方法，大大提高了离

散傅里叶变换的精度，减小了基于傅里叶变换方法

的位场数值模拟的误差．Ｔｏｎｔｉｎｉ（２００５）在前人基础

上推导了物性为三维高斯分布源体的磁场频率域表

达式，并将该方法应用于反演中．Ｔｏｎｔｉｎｉ等（２００９）

对任意三度物性分布频率域正演方法进行了研究，

并对减小频率域正演误差的扩边法与误差大小的关系

作了研究．Ｗｕ和Ｔｉａｎ（２０１４）和 Ｗｕ（２０１６）将 Ｇａｕｓｓ

ＦＦＴ法应用于重磁位场数值模拟中，该方法对于压

制边界效应问题提供了一种有效途径，数值模拟

精度较高．Ｒｅｎ等（２０１７）提出一种基于非结构化

网格的自适应快速多极子重磁场及其梯度张量正

演方法，借助并行计算技术，实现了快速、高精度

三维正演．

目前任意复杂条件下磁异常场数值模拟，为了

得到较高的计算精度，需要对模型进行精细剖分，导

致计算量和存储量剧增，使得大规模复杂条件下的

磁异常正演需要高性能计算机，计算时间长．针对这

一问题，本文提出一种空间波数混合域磁异常场三

维数值模拟方法，该方法沿水平方向做二维傅里叶

变换，把空间域磁位满足的三维积分问题转化为不

同波数相互独立的垂向一维积分问题．保留垂向为

空间域，便于浅层单元剖分适当加密，随着深度增

加，单元剖分适当稀疏，可以准确模拟复杂地形和磁

性体的磁异常，兼顾了计算精度与计算效率；垂直方

向一维积分离散为多个单元积分之和，每个单元采

用二次形函数描述磁化强度，可得出单元积分的解

析表达式，计算精度高、效率高．该方法充分利用一

维形函数积分的高效和高精度、快速傅里叶变换的

高效性及算法高度并行性，实现了磁异常场高效、高

精度的数值模拟．模型算例中，设计了棱柱体模型，

模型解析解与空间波数混合域法数值解对比表明，

该方法正确、精度高、效率高．设计了组合棱柱体复

杂模型，对比分析了标准ＦＦＴ扩边法与ＧａｕｓｓＦＦＴ

法的计算精度与计算效率，总结了标准ＦＦＴ的扩边

系数选取策略．针对复杂地形条件磁异常模拟问题，

本文提出一种适用于起伏地形条件下的磁异常场快

速计算方法，并对其有效性进行了验证．

１　理论与方法

弱磁性体磁位空间域三维积分公式（Ｂｌａｋｅｌｙ，

１９９６）：

犝（狉）＝－μ
狏

Δ

狉犵（狉，狉′）·犕（狉′）ｄ狏， （１）

其 中，格 林 函 数 犵 （狉，狉′）＝１／（４π犚），犚 ＝

（狓－狓′）２＋（狔－狔′）
２＋（狕－狕′）槡

２，（狓，狔，狕）为观测

点坐标，（狓′，狔′，狕′）为磁源分布坐标，梯度算子

Δ

狉＝犻

狓
＋犼

狔
＋犽

狕
，μ为真空磁导率，μ＝４π×

１０－７Ｈ·ｍ－１ ．磁化强度犕（狉′）＝犑犻＋犑狉，犑犻为感应

磁化强度，犑狉为剩余磁化强度，单位均为Ａ·ｍ
－１．

感应磁化强度犑犻 ＝ （犎０＋犎ａ），犎０ 为背景磁场，

犎ａ为异常磁场，单位均为Ａ·ｍ
－１， 为磁化率，单

位ＳＩ．对于弱磁性体犎ａ犎０，可忽略异常磁场犎ａ，

则感应磁化强度表达式简化为犑犻＝ 犎０．

对式（１）中狓，狔两个方向做傅里叶变换得空间

波数混合域一维积分公式：

　珦犝（犽狓，犽狔，狕）＝－ｉ犽狓μ∫珮犕狓珟犵ｄ狕′－ｉ犽狔μ∫珮犕狔珟犵ｄ狕′

－μ∫珮犕狕（珟犵／狕）ｄ狕′， （２）

其中，珮犕狓，珮犕狔，珮犕狕 为空间波数混合域磁化强度三个

方向分量，犽狓，犽狔 分别为狓，狔方向波数，珟犵为空间波

数混合域格林函数，即犵（狉，狉′）的二维傅里叶变换

珟犵＝
ｅ－犽 狕－狕′

２犽
， （３）

其中，波数犽＝ 犽
２

狓＋犽
２

槡 狔．

将式（３）代入式（２）得空间波数混合域一维积分式：

珦犝（犽狓，犽狔，狕）＝－
ｉ犽狓
２犽μ∫珮犕狓ｅ

－犽 狕－狕′ ｄ狕′－
ｉ犽狔
２犽μ∫珮犕狔ｅ

－犽 狕－狕′ ｄ狕′－μ∫珮犕狕ｅ
－犽 狕－狕′ －ｓｉｇｎ（狕－狕′）（ ）２

ｄ狕′，（４）

其中，ｓｉｇｎ（狕－狕′）＝
１ （狕－狕′＞０），

－１ （狕－狕′＜０）｛ ．

空间域磁异常场、梯度张量与磁位的关系分别

为（Ｂｌａｋｅｌｙ，１９９６）

犅＝

犅狓

犅狔

犅

熿

燀

燄

燅狕

＝－

犝

狓

犝

狔

犝



熿

燀

燄

燅狕

， （５）
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犅ｔ＝

犅狓狓 犅狓狔 犅狓狕

犅狔狓 犅狔狔 犅狔狕

犅狕狓 犅狕狔 犅

熿

燀

燄

燅狕狕

＝

犅狓

狓
犅狓

狔

犅狓

狕

犅狔
狓

犅狔
狔

犅狔
狕

犅狕

狓
犅狕

狔

犅狕



熿

燀

燄

燅狕

，（６）

其中，犅为空间域磁异常场，单位ｎＴ，犅ｔ为空间域

磁异常梯度张量，单位ｎＴ·ｍ－１．

根据傅里叶变换微分性质，由式（５）与式（６）得

空间波数混合域磁异常场、磁异常梯度张量与磁位

的关系分别为

珟犅＝

珟犅狓

珟犅狔

珟犅

熿

燀

燄

燅狕

＝

－ｉ犽狓

－ｉ犽狔

ｓｉｇｎ（狕－狕′）·

熿

燀

燄

燅犽

珦犝， （７）

　珟犅ｔ＝

珟犅狓狓 珟犅狓狔 珟犅狓狕

珟犅狔狓 珟犅狔狔 珟犅狔狕

珟犅狕狓 珟犅狕狔 珟犅

熿

燀

燄

燅狕狕

＝

犽
２

狓 犽狓犽狔 （ｓｉｇｎ（狕－狕′）·犽）ｉ犽狓

犽狓犽狔 犽
２

狔
（ｓｉｇｎ（狕－狕′）·犽）ｉ犽狔

（ｓｉｇｎ（狕－狕′）·犽）ｉ犽狓 （ｓｉｇｎ（狕－狕′）·犽）ｉ犽狔 －犽

熿

燀

燄

燅２

珦犝， （８）

其中，珟犅为空间波数混合域磁异常场，珟犅ｔ为空间波

数混合域磁异常梯度张量，磁张量矩阵对称，独立分

量为６个．在计算磁异常场和梯度时，若在异常内

部，犝／狕、犅狕／狕利用形函数求偏导数法计算．

式（４）为空间波数混合域垂向（狕方向）一维积

分表达式，从表达式可以看出，不同波数一维空间域

积分是相互独立的，可以并行计算．保留垂向为空间

域，优势之一在于垂向单元可以进行灵活剖分，为了

适应任意复杂地形和磁性体的磁异常场高精度计

算，浅层单元剖分可适当加密，随着深度增加，单元

剖分适当稀疏，同时兼顾了计算精度与计算效率；优

势之二在于一维积分深度方向可离散为多个单元积

分之和，每个积分单元采用有限单元法中的形函数

表征磁化强度，可得出单元积分的解析表达式，计算

精度高、效率高．

２　用形函数法计算一维积分

本文采用基于二次插值的形函数法计算空间波

数混合域一维积分．将一维积分沿深度方向剖分为

犿个单元，每个单元内磁化强度要求满足二次变化，

采用有限元单元法中的二次形函数描述磁化强度．

对空间波数混合域磁位积分公式（４）进行离散：

　　珦犝（犽狓，犽狔，狕）＝犐狓（犽狓，犽狔，狕）＋犐狔（犽狓，犽狔，狕）

＋犐狕（犽狓，犽狔，狕）， （９）

其中，犐狓（犽狓，犽狔，狕）、犐狔（犽狓，犽狔，狕）和犐狕（犽狓，犽狔，狕）分

别为

犐狓（犽狓，犽狔，狕）＝－∑
犿

犻＝１

（∫
狕′犻＋２

狕′犻
μ
ｉ犽狓
２（ ）犽 珦犕犻狓（狕′）ｅ－犽 狕－狕′ ｄ狕′），

（１０）

犐狔（犽狓，犽狔，狕）＝－∑
犿

犻＝１

（∫
狕′犻＋２

狕′犻
μ
ｉ犽狔
２（ ）犽 珦犕犻狔（狕′）ｅ－犽 狕－狕′ ｄ狕′），

（１１）

犐狕（犽狓，犽狔，狕）＝

－∑
犿

犻＝１

（∫
狕′犻＋２

狕′犻
μ
－ｓｉｇｎ（狕－狕′）（ ）２

珦犕
犻

狕
（狕′）ｅ－犽 狕－狕′ ｄ狕′），

（１２）

其中，狕′犻和狕′犻＋２分别为第犻个单元积分的下限和上限．

将磁化强度表示为节点磁化强度的二次插值函数：

珮犕
犻

狓
（狕′）＝珮犕

犻１

狓犖１＋珮犕
犻２

狓犖２＋珮犕
犻３

狓犖３， （１３）

珮犕
犻

狔
（狕′）＝珮犕

犻１

狔犖１＋珮犕
犻２

狔犖２＋珮犕
犻３

狔犖３， （１４）

珮犕
犻

狕
（狕′）＝珮犕

犻１

狕犖１＋珮犕
犻２

狕犖２＋珮犕
犻３

狕犖３， （１５）

其中，犖１，犖２，犖３ 为二次形函数．

将式（１３）—（１５）代入式（１０）—（１２）中，整理得

犐狓（犽狓，犽狔，狕）＝－∑
犿

犻＝１

（珮犕
犻１

狓犠
１

犻 ＋珮犕
犻２

狓犠
２

犻 ＋珮犕
犻３

狓犠
３

犻
），

（１６）

犐狔（犽狓，犽狔，狕）＝－∑
犿

犻＝１

（珮犕
犻１

狔犠
１

犻 ＋珮犕
犻２

狔犠
２

犻 ＋珮犕
犻３

狔犠
３

犻
），

（１７）

犐狕（犽狓，犽狔，狕）＝－∑
犿

犻＝１

（珮犕
犻１

狕犠
１

犻 ＋珮犕
犻２

狕犠
２

犻 ＋珮犕
犻３

狕犠
３

犻
），

（１８）

其中，犠
１

犻
、犠

２

犻
和犠

３

犻
为形函数积分系数，单元积分

解析表达式详细推导过程见附录Ａ．

由式（１６）—（１８），离散后的一维单元积分可推

导出解析表达式，计算精度近似于解析解，计算精度

高．对于磁化强度满足二次变化的复杂形体，垂向单

元采样间隔可以较大，可根据需要进行灵活选择．

３　起伏地形条件下磁异常场快速算法

水平地形条件下，测点在同一平面上，磁异常场

计算只需进行一次积分，通过反傅里叶变换得水平

面磁异常场．在起伏地形条件下，需要计算地形最高

０４４４
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点与地形最低点之间狀个深度节点所在平面磁异常

场，然后通过插值得到起伏地形上磁异常场，计算量

是水平地形条件下的狀倍，计算效率低．针对这一问

题，本文提出一种起伏地形磁异常场数值模拟快速

算法．起伏地形模型示意图如下图１所示．

以犐狓 一维积分为例，积分表达式为

犐狓（犽狓，犽狔，狕狆）＝－∫
犣
２犿－狀

犣狀
μ
ｉ犽狓
２（ ）犽 珦犕犻狓（狕′）ｅ－犽 狕

狆
－狕′ ｄ（ ）狕′ ，

（１９）

其中，狕狆 为起伏区域内不同深度节点，狆＝１，２，…，狀．

一维积分犐狓（犽狓，犽狔，狕狆）积分区域由三部分组

成（图１所示中的（１）、（２）、（３）），式（１９）可表示为

犐狓（犽狓，犽狔，狕狆）＝犐狓１（犽狓，犽狔，狕狆）ｅ
－犽狕
狆 ＋犐狓２（犽狓，犽狔，狕狆）ｅ

犽狕
狆 ＋犐狓３（犽狓，犽狔，狕狆）ｅ

犽狕
狆， （２０）

其中，

犐狓１（犽狓，犽狔，狕狆）＝－∫
狕
狆

狕
１

μ
ｉ犽狓
２（ ）犽 珮犕犻

狓
（狕′）ｅ犽狕′ｄ（ ）狕′ ＝－∑

犿
１

犻＝１∫
狕′犻＋２

狕′犻
μ
ｉ犽狓
２（ ）犽 珮犕犻

狓
（狕′）ｅ犽狕′ｄ（ ）狕′ ，

犐狓２（犽狓，犽狔，狕狆）＝－∫
狕狀

狕
狆

μ
ｉ犽狓
２（ ）犽 珮犕犻

狓
（狕′）ｅ－犽狕′ｄ（ ）狕′ ＝－∑

犿
２

犻＝１∫
狕′犻＋２

狕′犻
μ
ｉ犽狓
２（ ）犽 珮犕犻

狓
（狕′）ｅ－犽狕′ｄ（ ）狕′ ，

犐狓３（犽狓，犽狔，狕狆）＝－∫
犣
２犿－狀

狕
１

μ
ｉ犽狓
２（ ）犽 珮犕犻

狓
（狕′）ｅ－犽狕′ｄ（ ）狕′ ＝－∑

犿
３

犻＝１∫
狕′犻＋２

狕′犻
μ
ｉ犽狓
２（ ）犽 珮犕犻

狓
（狕′）ｅ－犽狕′ｄ（ ）狕′ ，

（２１）

上式中，犿１、犿２ 和犿３ 分别为三部分积分区域单元

个数．

分析式（２１）可知该积分具有以下特点：（１）计算

不同深度节点狕狆 所在面磁异常时，犐狓３（犽狓，犽狔，狕狆）

是相同的，即对于不同的深度节点狕狆，地形最低点

以下的积分只需计算一次；（２）随着深度节点狕狆 从

地形最低点狕１ 向上移动，深度节点狕狆 的积分

犐狓１（犽狓，犽狔，狕狆）、犐狓２（犽狓，犽狔，狕狆）与深度节点狕狆－１ 的积

分犐狓１（犽狓，犽狔，狕狆－１）、犐狓２（犽狓，犽狔，狕狆－１）存在积分区域

重叠，重叠区域可只计算一次；（３）当计算深度节点

狕１ 时，积分区域变为两部分犐狓２（犽狓，犽狔，狕１）、犐狓３（犽狓，

犽狔，狕１），当计算深度节点狕狀 时，积分区域变为两部

分犐狓１（犽狓，犽狔，狕狀）、犐狓３（犽狓，犽狔，狕狀）．

根据式（２１）积分特点，当计算深度节点狕狆 所在

面磁异常场时，可利用上一个深度节点狕狆－１ 的积分

计算结果，与每个深度节点狕狆 均对整个积分区域直

接积分累加算法相比，避免了重复计算，提高了计算

效率．快速算法具体计算过程为：

（１）计算起伏面最低点狕１ 节点所在平面磁异常

场：由公式（２１），计算狕１节点上下两部分积分犐狓２（犽狓，

犽狔，狕１）与犐狓３（犽狓，犽狔，狕１），并对犐狓３（犽狓，犽狔，狕１）与犐狓２（犽狓，

犽狔，狕１）每个单元积分结果进行存储；

（２）计算下一个深度节点狕２：由积分公式特点

可知，狕２ 节点的犐狓３（犽狓，犽狔，狕２）与狕１ 节点的犐狓３（犽狓，

犽狔，狕１）相同，可直接调用已计算存储结果；狕２ 节点的

犐狓２（犽狓，犽狔，狕２）积分区域包含在狕１ 节点犐狓２（犽狓，犽狔，

狕１）积分区域以内，每个单元计算结果已经计算存

储，可直接调用；计算犐狓１（犽狓，犽狔，狕２）并存储；

图１　起伏地形示意图

Ｆｉｇ．１　Ａｍｏｄｅｌｗｉｔｈｔｏｐｏｇｒａｐｈｙ

（３）其他深度节点依次类推，直到计算出最高

点狕狀 节点所在平面磁异常场，然后通过插值得到起

伏地形上磁异常场．

４　算例分析

设计棱柱体模型，采用基于四个高斯点的Ｇａｕｓｓ

ＦＦＴ法（ＷｕａｎｄＴｉａｎ，２０１４）计算磁异常场及张量

数值解，并与模型解析解（管志宁，２００５）进行对比，

验证该算法的正确性；研究了基于标准ＦＦＴ扩边法

和ＧａｕｓｓＦＦＴ法的数值模拟精度和计算效率，分析

总结了标准ＦＦＴ的扩边策略；对本文提出的起伏地

形磁异常场快速算法的高效性进行验证．

４．１　正确性验证

模型如图２所示，其中，模拟区域范围为４０ｋｍ×

４０ｋｍ×１０ｋｍ，棱柱形异常体位于模拟区域中心，异常

体大小为２０ｋｍ×２０ｋｍ×５ｋｍ，顶面埋深为１．５ｋｍ．

模拟区域网格剖分为２０１×２０１×１０１，空间水平采

１４４４
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图２　棱柱体模型示意图

Ｆｉｇ．２　Ｓｋｅｔｃｈｏｆｃｕｂｏｉｄｍｏｄｅｌ

样间隔均为２００ｍ，垂向采样间隔为１００ｍ．异常体

磁化率为０．０１ＳＩ，背景磁场４５０００ｎＴ，磁倾角４５°，

磁偏角５°．

图３为磁异常场在狕＝０ｍ平面的数值解、解析

解与绝对误差．图４、图５为磁异常梯度张量在狕＝０ｍ

平面的数值解、解析解与绝对误差．从图３可以看

出，磁异常场的绝对误差最大约为０．３ｎＴ，比磁异

常场解析解低三个数量级；从图４、图５可以看出磁

异常梯度张量的绝对误差最大约为６×１０－５ｎＴ·ｍ－１，

比梯度张量解析解低三个数量级．计算结果表明该

算法正确、精度高．

４．２　计算精度与效率

Ｗｕ和Ｔｉａｎ（２０１４）首次将 ＧａｕｓｓＦＦＴ引入到

重磁位场的数值模拟中，与标准的ＦＦＴ相比，该方

法削弱了截断边界的影响，提高了计算精度，但同时

降低了计算效率．设计组合棱柱体模型，对基于

ＧａｕｓｓＦＦＴ与标准ＦＦＴ扩边法的数值计算精度与

计算效率进行对比，并分析总结了标准ＦＦＴ扩边系

数的选取策略．

引入相对均方根误差（Ｗｕ，２０１６），该误差统计

方式能突出大异常值所占的比重，避免小异常和过

零异常造成的误差失真，计算公式为

狉ｒｍｓ＝
∑

犖狓

犻＝１
∑

犖
狔

犼＝１

犅^犻犼－犅犻（ ）犼槡
２

∑

犖狓

犻＝１
∑

犖
狔

犼＝１

犅^
２

犻槡 犼

×１００， （２２）

其中，狉ｒｍｓ为相对均方根误差，犖狓，犖狔 分别为狓，狔

方向的节点数，犅犻犼为磁异常场（磁异常梯度张量）数

值解，犅^犻犼 为磁异常场（磁异常梯度张量）解析解．

设计如图６所示模型，模型模拟区域为６６ｋｍ×

６６ｋｍ×１０ｋｍ．设计了一个位于模拟区域中心的大

棱柱形异常体和四个关于原点中心对称的小棱柱形

异常体．其中，模型中心异常体大小为９ｋｍ×９ｋｍ×

３ｋｍ，顶面埋深为１．５ｋｍ．距离模拟区域边界６ｋｍ

均匀分布四个６ｋｍ×６ｋｍ×３ｋｍ 的异常体，其顶

面埋深均为１．５ｋｍ．棱柱形异常体的磁化率均为

０．０１ＳＩ，磁倾角为４５°，磁偏角为５°，背景磁场为

４５０００ｎＴ．研究区域网格剖分为２２１×２２１×１０１，空

间水平采样间隔均为３００ｍ，垂向采样间隔为１００ｍ，

观测面为狕＝０ｍ平面．

图３　磁异常场在狕＝０ｍ平面的数值解、解析解及绝对误差

Ｆｉｇ．３　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ，ａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒｓｏｆｍａｇｎｅｔｉｃａｎｏｍａｌｙｆｉｅｌｄａｔ狕＝０ｍ
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图４　磁梯度张量在狕＝０ｍ面的数值解、解析解及绝对误差

Ｆｉｇ．４　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ，ａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒｓｏｆｍａｇｎｅｔｉｃｇｒａｄｉｅｎｔｔｅｎｓｏｒａｔ狕＝０ｍ

图５　磁梯度张量在狕＝０ｍ面的数值解、解析解及绝对误差

Ｆｉｇ．５　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ，ａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒｏｆｍａｇｎｅｔｉｃｇｒａｄｉｅｎｔｔｅｎｓｏｒａｔ狕＝０ｍ

定义扩边系数：

犔＝
犛
犱
， （２３）

其中，犛为从模拟区域边界向外扩边距离，犱为模拟

区边缘异常体中心埋深，犔为扩边系数，是本文定义

的衡量特定规模异常体扩边程度的重要参数，反映

了外扩距离与模拟区边缘异常体中心埋深的关系．

图７为基于标准ＦＦＴ扩边法的磁异常场及磁

梯度张量的相对均方根误差．从图７中可以看出当

扩边系数选取为磁异常场（犔＝１０）和梯度张量（犔＝

４）时，各分量的相对均方根误差基本均在０．５％以

下，基本满足实际应用的计算精度需求．由于梯度张

量衰减比场更快，在边界截断效应影响相对较少，因

此张量的扩边系数相对更小．图８为基于不同高斯

点的ＧａｕｓｓＦＦＴ法磁异常场及磁梯度张量的相对

均方根误差．从图８中可以看出基于两个高斯点的

３４４４
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图６　模型水平面示意图

Ｆｉｇ．６　Ｓｋｅｔｃｈｏｆｔｈｅｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｐｌａｎｅｏｆｔｈｅｍｏｄｅｌ

ＧａｕｓｓＦＦＴ法的相对均方根误差均在２％以上，基

于四个高斯点的ＧａｕｓｓＦＦＴ 法有效地压制了边界

截断效应，相对均方根误差均在０．５％以下，计算精

度高．图７与图８对比可以看出，标准ＦＦＴ 扩边法

（场（犔≥１０）和梯度张量（犔≥４））和基于四个高斯点

的ＧａｕｓｓＦＦＴ 法的相对均方根误差均在０．５％左

右，两种方法的计算精度相近．

图９为基于标准ＦＦＴ法不同扩边系数与基于

ＧａｕｓｓＦＦＴ法不同高斯点下磁异常场或张量计算

时间．表１为不同扩边系数与不同高斯点下每个磁

异常场或张量计算时间与对应的网格大小．测试计

算机配置为ＣＰＵＩｎｔｅｒＣｏｒｅｉ５４５９０，主频为３．３ＧＨｚ，

内存为１６ＧＢ．从图９中可以看出随着扩边系数的增

大，基于标准ＦＦＴ扩边法的计算时间近似线性增

长，基于ＧａｕｓｓＦＦＴ法的计算时间随着高斯点数的

增大同样近似线性增长．从表１可以看出当扩边系

数（场的犔＝１０和梯度张量的犔＝４）时，基于标准

ＦＦＴ扩边法的计算时间分别约为４．７９ｓ、２．３６ｓ，与

基于四个高斯点的ＧａｕｓｓＦＦＴ法计算精度相近，计

算时间分别约为后者的１／５和１／１１．从上述计算时

间与精度对比可知，基于标准ＦＦＴ扩边法（场的

犔＝１０和梯度张量的犔＝４）同时兼顾了计算精度与

效率，更加适用于大规模、高效、高精度的磁异常数

值模拟．

图１０、图１１、图１２分别为基于标准ＦＦＴ扩边法

扩边系数为（场的犔＝１０和梯度张量的犔＝４）时，磁

异常场和梯度张量的数值解、解析解及绝对误差．从图

１０可以看出，磁异常场的绝对误差最大约为０．５ｎＴ，

从图１１、图１２可以看出磁异常梯度张量的绝对误

差最大约为１０－４ｎＴ·ｍ－１，磁异常场与张量的绝对

误差均比解析解低两个数量级以上，满足实际计算

精度需求．计算结果表明选取扩边系数（场的犔＝１０

和梯度张量的犔＝４）的策略是正确的．

综合考虑计算精度和计算时间两个因素，基于

标准ＦＦＴ扩边法比基于ＧａｕｓｓＦＦＴ法更有利于实

现大规模、高效、高精度的磁异常数值模拟，特别在

面向实际问题时，标准 ＦＦＴ 扩边法可根据需要选

择不同的扩边系数，选择性更加灵活，更能兼顾计算

精度与计算时间．

４．３　起伏地形条件下磁异常场快速算法验证

起伏地形如图１３所示，地形起伏范围为（－５８４ｍ，

７４ｍ），异常体模型采用图６所示模型，模拟区域网

图７　基于标准ＦＦＴ扩边法的磁异常场及梯度张量相对均方根误差

（ａ）磁异常场相对均方根误差；（ｂ）磁梯度张量相对均方根误差．

Ｆｉｇ．７　ＴｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｍｅａｎｓｑｕａｒｅｅｒｒｏｒｏｆｔｈｅｓｔａｎｄａｒｄＦＦＴｍｅｔｈｏｄｆｏｒｍａｇｎｅｔｉｃａｎｏｍａｌｙｆｉｅｌｄａｎｄｇｒａｄｉｅｎｔｔｅｎｓｏｒ

（ａ）Ｆｉｅｌｄｃｏｍｐｏｎｅｎｔｅｒｒｏｒ；（ｂ）Ｇｒａｄｉｅｎｔｔｅｎｓｏｒｅｒｒｏｒ．
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图８　基于ＧａｕｓｓＦＦＴ法的磁异常场及梯度张量相对均方根误差

（ａ）磁异常场相对均方根误差；（ｂ）磁梯度张量相对均方根误差．

Ｆｉｇ．８　ＴｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｍｅａｎｓｑｕａｒｅｅｒｒｏｒｏｆｔｈｅＧａｕｓｓＦＦＴｍｅｔｈｏｄｆｏｒｍａｇｎｅｔｉｃａｎｏｍａｌｙｆｉｅｌｄａｎｄｇｒａｄｉｅｎｔｔｅｎｓｏｒ

（ａ）Ｆｉｅｌｄｃｏｍｐｏｎｅｎｔｅｒｒｏｒ；（ｂ）Ｇｒａｄｉｅｎｔｔｅｎｓｏｒｅｒｒｏｒ．

图９　磁异常场或张量在不同扩边系数和高斯点下的计算时间

（ａ）不同扩边系数计算时间；（ｂ）不同高斯点计算时间．

Ｆｉｇ．９　Ｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｔｉｍｅｏｆａｃｅｒｔａｉｎｃｏｍｐｏｎｅｎｔｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｘｐａｎｓｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｇａｕｓｓｐｏｉｎｔｓ

（ａ）Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｔｉｍｅｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｂｏｕｎｄａｒｙｅｘｐａｎｓｉｏｎｆａｃｔｏｒ；（ｂ）ＴｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｔｉｍｅｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔＧａｕｓｓｉａｎｐｏｉｎｔ．

表１　磁异常场或张量在不同扩边系数和高斯点下的计算时间与网格大小

犜犪犫犾犲１　犜犺犲犮犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀狋犻犿犲犪狀犱犵狉犻犱狊犻狕犲狅犳犿犪犵狀犲狋犻犮犪狀狅犿犪犾狔犳犻犲犾犱狅狉狋犲狀狊狅狉

狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋犲狓狆犪狀狊犻狅狀犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狊犪狀犱犱犻犳犳犲狉犲狀狋犵犪狌狊狊狆狅犻狀狋狊

标准ＦＦＴ扩边法 ＧａｕｓｓＦＦＴ法

扩边系数或

高斯点数
犔＝２ 犔＝４ 犔＝６ 犔＝８ 犔＝１０ 犔＝２０ 犖＝２ 犖＝３ 犖＝４

剖分网格大小
２６１×２６１

×１０１

３０１×３０１

×１０１

３４１×３４１

×１０１

３８１×３８１

×１０１

４２１×４２１

×１０１

６２１×６２１

×１０１

２２１×２２１

×１０１

２２１×２２１

×１０１

２２１×２２１

×１０１

计算时间／ｓ １．７０ ２．３６ ３．０６ ３．８９ ４．７９ １０．５１ ６．５７ １５．０３ ２６．１１

格剖分为２２１×２２１×１０１，观测点个数为２２１×２２１．

采用每个深度节点狕狆 均对整个区域直接积分累加

的算法和快速算法分别计算了１１个深度节点、５１

个深度节点、１０１个深度节点所在水平面磁异常场，

验证起伏地形条件下磁异常场快速算法．

图１４为采用５１个深度节点插值计算起伏面磁

场的数值解、解析解与绝对误差．从图中可以看出磁

异常场的绝对误差最大约为０．３ｎＴ，比解析解低两

５４４４
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图１０　扩边系数犔＝１０时磁异常场数值解、解析解及绝对误差

Ｆｉｇ．１０　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ，ａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒｓｏｆｍａｇｎｅｔｉｃａｎｏｍａｌｙｆｉｅｌｄａｔ犔＝１０

图１１　扩边系数犔＝４时磁梯度张量数值解、解析解及绝对误差

Ｆｉｇ．１１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ，ａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒｓｏｆｍａｇｎｅｔｉｃｇｒａｄｉｅｎｔｔｅｎｓｏｒａｔ犔＝４

个数量级以上，具有较高的计算精度．

图１５为快速算法与直接积分累加算法的串行

计算时间对比，其中狀为不同深度节点所在水平面

个数．从图中可以看出两种不同算法的计算时间都

随着狀的增大近似线性增长．快速算法计算１１个不

同深度节点所在平面磁异常的时间为３４ｓ，约为直

接积分累加算法计算时间的１／２；快速算法计算１０１

个不同深度节点所在平面磁异常的时间为５７ｓ，约

为直接积分累加算法计算时间的１／７，并且随着狀

的增大，快速算法的优势越明显．计算结果表明在起

伏地形条件下磁异常场数值模拟中，该快速算法具

有更高的计算效率．

５　结论

（１）本文提出一种高效、高精度的空间波数混合

６４４４
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图１２　扩边系数犔＝４时磁梯度张量数值解、解析解及绝对误差

Ｆｉｇ．１２　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ，ａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒｓｏｆｍａｇｎｅｔｉｃｇｒａｄｉｅｎｔｔｅｎｓｏｒａｔ犔＝４

图１３　起伏地形示意图

Ｆｉｇ．１３　Ａｍｏｄｅｌｗｉｔｈｔｏｐｏｇｒａｐｈｙ

域磁异常场积分解三维数值模拟方法．该方法通过

沿水平方向进行二维傅里叶变换，把空间域磁位的

三维卷积问题转化为不同波数之间相互独立的垂向

一维积分问题．保留垂向为空间域，垂向单元可灵活

剖分，兼顾了计算精度与计算效率；采用二次形函数

描述垂向一维积分单元内磁化强度变化，可得出单

元积分的解析表达式，计算精度高、效率高．该方法

充分利用一维形函数积分的高效和高精度、快速傅

里叶变换的高效性及算法高度并行性，实现了磁异

常场高效、高精度的数值模拟．设计棱柱体模型，模

型的解析解与本文方法的数值解对比表明，该方法

正确、精度高、效率高．

（２）设计棱柱体组合模型，模拟区域网格剖分规

模为２２１×２２１×１０１，观测点个数为２２１×２２１，研究

了基于标准ＦＦＴ扩边法和ＧａｕｓｓＦＦＴ法数值模拟

的计算精度与计算效率．模型算例数值试验结果表

明：当基于标准ＦＦＴ扩边系数为（场的犔＝１０、梯度

张量的犔＝４）时，与基于四个高斯点ＧａｕｓｓＦＦＴ法

计算精度相近，基于标准ＦＦＴ扩边法的计算时间分

别为４．７９ｓ与２．３６ｓ，计算时间约为 ＧａｕｓｓＦＦＴ法

的１／５与１／１１．综合考虑计算精度与计算效率，基

于标准ＦＦＴ扩边法更有利于实现大规模、高效、高

精度的磁异常数值模拟．

（３）设计起伏地形模型，模拟区域网格剖分为

２２１×２２１×１０１，观测点个数为２２１×２２１．快速算法

串行计算１０１个不同深度节点所在水平面的时间为
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图１４　插值个数狀＝５１时磁异常场数值解、解析解及绝对误差

Ｆｉｇ．１４　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ，ａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒｓｏｆｍａｇｎｅｔｉｃａｎｏｍａｌｙｆｉｅｌｄａｔ狀＝５１

图１５　快速算法与直接积分累加算法计算时间

Ｆｉｇ．１５　Ｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｅｔｉｍｅｏｆｆａｓｔａｌｇｏｒｉｔｈｍ

ａｎｄｄｉｒｅｃｔｉｎｔｅｇｒａｌａｃｃｕｍｕｌａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ

５７ｓ，约为直接积分累加算法计算时间的１／７，且随

着深度节点所在水平面个数的增加，快速算法的优

势越明显．

（４）本文算法不同波数之间并行度高、不同深度

节点正反傅里叶变换并行度高、起伏地形最低点与

最高点之间不同深度节点所在平面上磁异常场计算

高度并行，文中算例均采用串行算法，计算效率比目

前主流算法效率高，如果将串行算法改为并行算法，

计算效率将会进一步提高．

附录犃

珮犕狓 分量积分表达式为

犐狓（犽狓，犽狔，狕）＝－∑
犿

犻＝１∫
狕′犻＋２

狕′犻
μ
ｉ犽狓
２（ ）犽 珦犕犻狓（狕′）ｅ－犽 狕－狕′ ｄ狕′，

（Ａ１）

其中狕′犻，狕′犻＋２为第犻个单元的上限与下限，犿为单元

个数．

根据观测点与积分单元的相对位置，需要分三

种情况进行讨论．对于第犻个单元积分，

（１）当观测点在该单元上方狕＜狕′犻时，式（Ａ１）第

犻个单元积分公式为

　犐狓犲（犽狓，犽狔，狕）＝－∫
狕′犻＋２

狕′犻
μ
ｉ犽狓
２（ ）犽 珮犕犻

狓
（狕′）ｅ犽

（狕－狕′）ｄ狕′．

（Ａ２）

　　（２）当观测点在该单元下方狕＞狕′犻＋２时，式（Ａ１）

第犻个单元积分公式为

　犐狓犲（犽狓，犽狔，狕）＝－∫
狕′犻＋２

狕′犻
μ
ｉ犽狓
２（ ）犽 珮犕犻

狓
（狕′）ｅ－犽

（狕－狕′）ｄ狕′．

（Ａ３）

（３）当观测点在该单元内部狕′犻≤狕≤狕′犻＋２时，式

（Ａ１）第犻个单元积分公式为

犐狓犲（犽狓，犽狔，狕）＝∫
狕

狕′犻

－μ
ｉ犽狓
２（ ）犽 珮犕犻

狓
（狕′）ｅ－犽

（狕－狕′）ｄ狕′

＋∫
狕′犻＋２

狕
－μ
ｉ犽狓
２（ ）犽 珮犕犻

狓（狕′）ｅ
犽（狕－狕′）ｄ狕′．

（Ａ４）

对于第一种情况式（Ａ２），令γ＝犽，式（Ａ２）可表示为

　犐狓犲（犽狓，犽狔，狕）＝ｅ
γ狕 －μ

ｉ犽狓
２（ ）犽∫

狕′犻＋２

狕′犻

珮犕
犻

狓
（狕′）ｅ－γ狕′ｄ狕′．

（Ａ５）

令犪狓（狕）＝ｅ
γ狕 －μ

ｉ犽狓
２（ ）犽 ，则式（Ａ５）可表示为
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　犐狓犲（犽狓，犽狔，狕）＝犪狓（狕）∫
狕′犻＋２

狕′犻

珮犕
犻

狓
（狕′）ｅ－γ狕′ｄ狕′． （Ａ６）

对于第二种情况式（Ａ３），令γ＝－犽，式（Ａ３）可表示为

　犐狓犲（狕）＝ －μ
ｉ犽狓
２（ ）犽 ｅγ狕∫

狕′犻＋２

狕′犻

珮犕
犻

狓
（狕′）ｅ－γ狕′ｄ狕′． （Ａ７）

令犪狓（狕）＝ －μ
ｉ犽狓
２（ ）犽 ｅγ狕，式（Ａ７）可表示为

　犐狓犲（犽狓，犽狔，狕）＝犪狓（狕）∫
狕′犻＋２

狕′犻

珮犕
犻

狓
（狕′）ｅ－γ狕′ｄ狕′． （Ａ８）

对于第三种情况式（Ａ４），在 （狕犻，狕）积分区域令

γ＝－犽，犪狓（狕）＝ －μ
ｉ犽狓
２（ ）犽 ｅγ狕；在（狕，狕′犻＋２）积分区

域令γ＝犽，犪′狓（狕）＝ －μ
ｉ犽狓
２（ ）犽 ｅγ狕，则式（Ａ４）可表

示为

犐狓犲（犽狓，犽狔，狕）＝犪狓（狕）∫
狕

狕′犻

珮犕
犻

狓
（狕′）ｅ－γ狕′ｄ狕′

＋犪′狓（狕）∫
狕′犻＋２

狕

珮犕
犻

狓
（狕′）ｅ－γ狕′ｄ狕′．（Ａ９）

对式（Ａ６）或式（Ａ８）单元积分，采用二次形函数来

表示插值函数，插值公式为

珮犕
犻

狓
（狕′）＝犖１珮犕

犻１

狓 ＋犖２珮犕
犻２

狓 ＋犖３珮犕
犻３

狓
，（Ａ１０）

式中，犖１、犖２、犖３ 为形函数，表达式为

犖１ ＝ （２犔１－１）犔１， （Ａ１１）

犖２ ＝４犔１犔３，　　　 （Ａ１２）

犖３ ＝ （２犔３－１）犔３， （Ａ１３）

其中，

犔１ ＝
狕′３－狕′

犾
，（犾＝狕′３－狕′１）， （Ａ１４）

犔３ ＝
狕′－狕′１
犾

，（犾＝狕′３－狕′１）． （Ａ１５）

单元积分可表示为

　　∫犲犪狓（狕）珮犕狓（狕′）ｅ
－γ狕′ｄ狕′＝珮犕

犻１

狓犠
１

犻

　　　　＋珮犕
犻２

狓犠
２

犻 ＋珮犕
犻３

狓犠
３

犻
， （Ａ１６）

式中，

犠
１

犻 ＝犪狓（狕）∫犲犖１ｅ
－γ狕′ｄ狕′， （Ａ１７）

犠
２

犻 ＝犪狓（狕）∫犲犖２ｅ
－γ狕′ｄ狕′， （Ａ１８）

犠
３

犻 ＝犪狓（狕）∫犲犖３ｅ
－γ狕′ｄ狕′． （Ａ１９）

式（Ａ１７）—（Ａ１９）中单元积分部分推导过程如下：

　　　　∫犲犖１ｅ
－γ狕′ｄ狕′＝

１

犾２
２∫犲狕′

２ｅ－γ狕′ｄ狕′＋（犾－４狕′３）∫犲狕′ｅ
－γ狕′ｄ狕′＋（２狕′３－犾）狕′３∫犲ｅ

－γ狕′ｄ［ ］狕′

＝
１

犾２
２犐２＋（犾－４狕′３）犐１＋（２狕′３－犾）狕′３犐［ ］０ ， （Ａ２０）

　　　　∫犲犖２ｅ
－γ狕′ｄ狕′＝－

４

犾２∫犲狕′
２ｅ－γ狕′ｄ狕′－（狕′１＋狕′３）∫犲狕′ｅ

－γ狕′ｄ狕′＋狕′１狕′３∫犲ｅ
－γ狕′ｄ［ ］狕′

＝－
４

犾２
犐２－（狕′１＋狕′３）犐１＋狕′１狕′３犐［ ］０ ， （Ａ２１）

　　　　∫犲犖３ｅ
－γ狕′ｄ狕′＝

１

犾２
２∫犲狕′

２ｅ－γ狕′ｄ狕′－（犾＋４狕′１）∫犲狕′ｅ
－γ狕′ｄ狕′＋（２狕′１＋犾）狕′１∫犲ｅ

－γ狕′ｄ［ ］狕′

＝
１

犾２
２犐２－（犾＋４狕′１）犐１＋（２狕′１＋犾）狕′１犐［ ］０ ， （Ａ２２）

其中，

犐０ ＝∫
狕′
３

狕′
１

ｅ－γ狕′ｄ狕′＝
１

γ
ｅ－γ狕′１－ｅ

－γ狕′（ ）３ ， （Ａ２３）

犐１ ＝∫
狕′
３
狕′
１

狕′ｅ－γ狕′ｄ狕′＝
１

γ
２
（１＋γ狕′１）ｅ

－γ狕′１－（１＋γ狕′３）ｅ
－γ狕′［ ］３ ， （Ａ２４）

犐２ ＝∫
狕′
３

狕′
１

狕′２ｅ－γ狕′ｄ狕′＝
１

γ
３ γ

２狕′
２

１＋２（１＋γ狕′１（ ））ｅ－γ狕′１－ γ
２狕′

２

３＋２（１＋γ狕′３（ ））ｅ－γ狕′［ ］３ ． （Ａ２５）

式（Ａ９）的单元形函数展开与式（Ａ６）类似，不同在

于积分的上下限不同．

利用每个单元的插值函数，可将所求积分表示为

　　犐狓（犽狓，犽狔，狕）＝∑
犿

犻＝１

犪狓（狕）（珮犕
犻１

狓犠′１＋珮犕
犻２

狓犠′２

＋珮犕
犻３

狓犠′３）， （Ａ２６）

其中狕表示计算深度节点水平面位置，犿 表示积分

单元个数．

同理，珮犕狔、珮犕狕 分量与上述计算过程相同．

犚犲犳犲狉犲狀犮犲狊
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